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Βασvικοί ορισvμοί

1 Αντικειμενική σvυνάρτησvη: f (x), S ⊂ Rn → R

2 Η σvυνάρτησvη πρέπει να είναι παραγωγίσvιμη

3 Βελτισvτοποίησvη: εύρεσvη χαμηλότερων τιμών της
αντικειμενικής σvυνάρτησvης

4 Θεωρούμε πως εκεί που έχει ελάχισvτο η f (x) θα έχει και
μέγισvτο η −f (x) δηλαδή

max
x

{f (x)} = − min
x

{−f (x)}
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΄Ορια σvυνάρτησvης

Το σvύνολο S σvπάνια είναι ολόκληρο το Rn

Πολλές φορές ορίζεται ως

S = [a1, b1] ⊗ [a2, b2] ⊗ . . . [an, bn]

Οι τιμές [ai , bi ] ονομάζονται όρια (bounds) της
αντικειμενικής σvυνάρτησvης.

Παράδειγμα: η σvυνάρτησvη Rastrigin

f (x1, x2) = x2
1 + x2

2 − cos (18x1) − cos (18x2)

with x ∈ [−1, 1]2
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Γράφημα της Rastrigin

RASTRIGIN
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Τοπικό ελάχισvτο

Γίνεται αναζήτησvη x∗ ∈ S, με την ιδιότητα

f (x∗) < f (x) , ∀x ∈ S, ‖x − x∗‖ ≤ e

όπου e ένας μικρός θετικός αριθμός.

΄Οπως λέμε το x είναι σvτην γειτονιά του x∗
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Περιοχή προσvέλκυσvης

Αγγλικός όρος Region of Attraction.

Είναι περιοχές όχι απαραίτητα σvυνεχόμενες σvτο πεδίο

ορισvμού S.

΄Εχουν την ιδιότητα πως οποιαδήποτε αναζήτησvη από

σvημεία μιας περιοχής οδηγεί πάντα σvτο ίδιο τοπικό

ελάχισvτο.

Η εύρεσvη τους είναι σvημαντικό σvτοιχείο σvτις μεθόδους

βελτισvτοποίησvης, γιατί μειώνεται έτσvι ο απαιτούμενος
αριθμός αναζητήσvεων.
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Παράδειγμα περιοχής προσvέλκυσvης
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Ολικό ελάχισvτο

1 Στο ολικό ελάχισvτο μας ενδιαφέρει η μικρότερη τιμή από

όλα τα τοπικά ελάχισvτα.

2 Αναζήτησvη για x∗ με την ιδιότητα

f (x∗) < f (x), ∀x ∈ S

3 Σε πολλές περιπτώσvεις αναζητούνται και όλα τα τοπικά

ελάχισvτα μιας σvυνάρτησvης, πχ σvτις μοριακές διαμορφώσvεις
ή σvτις ρίζες εξισvώσvεων.
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Θετικά ορισvμένοι πίνακες

1 Θεωρούμε πίνακες σvυμμετρικούς, A ∈ Rn×n

2 ΄Ενας σvυμμετρικός πίνακας λέγεται θετικά ορισvμένος αν:
xT Ax > 0, ∀x 6= 0

3 ΄Ενας σvυμμετρικός πίνακας λέγεται θετικά ημιορισvμένος
αν: xT Ax ≥ 0, ∀x 6= 0
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Αναγκαίες σvυνθήκες

1 Οι αναγκαίες σvυνθήκες για να θεωρηθεί ένα σvημείο x∗ ως

ελάχισvτο είναι

▽f (x∗) = 0

▽2f (x∗) ≥ 0

2 Στην πρώτη σvχέσvη πρέπει η παράγωγος σvτο σvημείο

ενδιαφέροντος να μηδενίζεται.

3 Στην δεύτερη σvχέσvη θα πρέπει ο Εσvσvιανός Πίνακας να είναι

θετικά ημιορισvμένος

4 Εσvσvιανός πίνακας:

Gij (x∗) =
∂2f (x∗)

∂xi∂xj
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Παράδειγμα αναγκαίων σvυνθηκών

Η σvυνάρτησvη rastrigin έχει ολικό ελάχισvτο σvτο σvημείο
x∗ = (0, 0)

Παράγωγος είναι:

g(x) = (2x1 + 18 sin (18x1) , 2x2 + 18 sin (18x2))

Ο Εσvσvιανός πίνακας

G(x) =

[

2 + 324 cos (18x1) 0
0 2 + 324 cos (18x2)

]

Στο σvημείο (0,0) g(x) = (0, 0) , G(x) =

[

326 0
0 326

]
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Ικανές σvυνθήκες

Οι ικανές σvυνθήκες για να θεωρηθεί ένα σvημείο x∗ ως

ελάχισvτο είναι

▽f (x∗) = 0

▽2f (x∗) > 0

Αν ο Εσvσvιανός πίνακας είναι μονίμως θετικά ορισvμένος.

Συνήθως για λόγους υπολογισvτικού κόσvτους οι μέθοδοι

βελτισvτοποίησvης χρησvιμοποιούν μόνο την παράγωγο και

ίσvως και κάποια αριθμητική προσvέγγισvη του Εσvσvιανού

πίνακα.
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Ανάπτυγμα Taylor

1 Προσvέγγισvη σvυναρτήσvεων με χρήσvη παραγώγων.

2 Εφαρμόζεται σvε σvυναρτήσvεις που είναι απείρως

παραγωγίσvιμες. Για παράδειγμα η σvυνάρτησvη f (x) = ex

έχει άπειρες παραγώγους.

3 Για σvημεία κοντά σvε ένα δοθέν σvημείο x0 ισvχύει

f (x) =
∞

∑

n=0

(x − x0)n

n!
f (n) (x0)

4 Για x0 = 0, η σvειρά Taylor ονομάζεται και σvειρά Maclaurin.

5 Συνήθως χρησvιμοποιείται πεπερασvμένος αριθμός όρων για

την προσvέγγισvη της σvυνάρτησvης.
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Παραδείγματα σvειράς MacLaurin

1 cos(x) = 1 − x2

2! + x4

4! − x6

6! + . . . =
∑

∞

m=0
(−1)mx2m

(2m)!

2 ex = 1 + x + x2

2! + x3

3! + .... =
∑

∞

m=0
xm

m!
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Ορισvμοί

1 Η εξίσvωσvη

x(λ) = x1 + λ (x2 − x1)

δίνει την εξίσvωσvη ευθείας που διέρχεται από τα σvημεία

x1, x2

2 Αν μια ευθεία διέρχεται από το x1 και είναι παράλληλη σvε

ένα διάνυσvμα s έχει την μορφή

x(λ) = x1 + λs

3 Η διαδικασvία

min
λ

f (x + λs)

ονομάζεται γραμμική αναζήτησvη.
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Φθίνουσvα κατεύθυνσvη

1 Αναπτύσvσvοντας την ευθεία κατά Taylor θα έχουμε:
f (x1 + λs) = f (x1)+λsT ∇f (x1)+ 1

2λ2sT ∇2f (x1) s +O
(

λ3
)

.

2 Η παράγωγος για λ = 0 θα δίνεται
από: d

dλ
f (x1 + λs)

λ=0 = sT ∇f (x1)

3 Αν η παραπάνω παράγωγος είναι αρνητική, τότε η
σvυνάρτησvη σvτο σvημείο x1 είναι φθίνουσvα κατά μήκος του s.

4 Η κατεύθυνσvη

s = −∇f (x1)

είναι φθίνουσvα, γιατί: sT ∇f (x1) = −∇f (x1)T ∇f (x1) < 0
(το εσvωτερικό γινόμενο είναι αυσvτηρά θετικό σvε αυτήν την
περίπτωσvη).

5 Οι φθίνουσvες κατευθύνσvεις παίζουν σvημαντικό ρόλο σvτην

βελτισvτοποίησvη, καθώς έτσvι γίνει ευκολότερη η αναζήτησvη
ελαχίσvτων.
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Γενική μορφή γραμμικής αναζήτησvης

1 Δίνεται ένα σvημείο x (k)

2 Υπολογίζεται μια φθίνουσvα κατεύθυνσvη s(k)

3 Ελαχισvτοποιείται ως προς λ (λ > 0) η σvυνάρτησvη

φ(λ) = f
(

x (k) + λs(k)
)

και εντοπίζεται η βέλτισvτη τιμή λ(k)

4 Τίθεται x (k+1) = x (k) + λ(k)s(k)

Στο σvημείο 3 γίνεται η λεγόμενη γραμμική αναζήτησvη.
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Η μέθοδος της Χρυσvής τομής

Επιλέγονται σvημεία x1, x2 που να ισvαπέχουν από τα άκρα

του διασvτήματος [a, b].

Τα βήματα έχουν ως ακολούθως

1 φ =
√

5−1
2

2 Για i = 1, 2, 3, . . . επαναλαμβάνουμε

1 x1 = a + (1 − φ) (b − a)
2 x2 = a + φ (b − a)
3 Αν f (x1) < f (x2) τότε b = x2

4 Αλλιώς a = x1

5 Τέλος - Αν

3 Τέλος - Για



Παράδειγμα για την f(x)=x(x-3)*(x-3)+2

a x1 f (x1) f (x2) x2 b

2.0000 2.7639 2.1540 2.1803 3.2361 4.0000

2.0000 2.4721 2.6888 2.1540 2.7639 3.2361

2.4721 2.7639 2.1540 2.0091 2.9443 3.2361

2.7639 2.9443 2.0091 2.0095 3.0557 3.2361

2.8754 2.9443 2.0091 2.0005 2.9868 3.0557

2.9443 3.0557

Μετά από 6 επαναλήψεις έχει εντοπισvτεί ένα διάσvτημα
[2.9443,3.0557]
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Η μέθοδος Fibonacci

Στην χρυσvή τομή το διάσvτημα αβεβαιότητας μεταβάλλεται

με σvταθερό ρυθμό σvε κάθε επανάληψη.

Στην μέθοδο Fibonacci καθορίζεται η μείωσvη από το τρέχον
βήμα και από τον αντίσvτοιχο αριθμό Fibonacci σvε αυτό το
βήμα.

Ακολουθία Fibonacci: 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,...

Η ακολουθία Fibonacci αναδρομικά:

Fk = Fk−1 + Fk−2

με F0 = 1, F1 = 1

Η ακολουθία δίνεται και σvε κλεισvτή αναλυτική μορφή:

Fk =

(

1 +
√

5
)(k+1)

−
(

1 −
√

5
)(k+1)

2(k+1)
√

5
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Παραβολική Παρεμβολή

Η ιδέα είναι να βρεθεί ένα σvήμειο xm ∈ [a, b] με
f (xm) < min (f (a), f (b))

Επίσvης να βρεθεί ένα ακόμα σvημείο xs τέτοιο ώσvτε να

ελαχισvτοποιείται η μοναδική παραβολή που διέρχεται από

τα τρία σvημεία: (a, f (a)) , (xm, f (xm)) , (b, f (b))

xs =
a + b

2
− 1

2

f (b)−f (a)
b−a

f (xm)−f (a)
xm−a

−
f (b)−f (a)

b−a

xm−b
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Μέθοδος Armijo

1 Τίθενται λ = 1, c1 ∈ (0, 1), ρ ∈ (0, 1)

2 Αν f (x + λs) ≤ f (x) + c1λsT ∇f (x) τότε
1 Τερματίζεται η διαδικασvία με λ∗ = λ

3 Αλλιώς

1 λ = ρλ και μετάβασvη σvτο βήμα 2.
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Σύνοψη

Παρουσvιάσvτηκαν βασvικές έννοιες Βελτισvτοποίησvης.

Παρουσvιάσvτηκαν έννοιες γραμμικής αναζήτησvη.
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