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Μέσvος όρος τιμών

1 Ο μέσvος όρος ορίζεται ως το άθροισvμα των σvτοιχείων προς

το πλήθος των σvτοιχείων.

2 Είναι πάντα δεκαδικός αριθμός

3 Μπορεί να γραφεί

µx =

∑n
i=1 xi

n



Ορισvμοί

Ομαδοποίησvη αριθμών

Σύνοψη

Διακύμανσvη

Δίνει ένα μέτρο της διαφοράς των σvτοιχείων από την μέσvη

τιμή τους.

Δηλαδή πόσvο διαφορετικά είναι τα σvτοιχεία μεταξύ τους.

Μπορεί να γραφεί ως

s2 =

∑n
i=1 (xi − µx )2

(n − 1)

Είναι πάντα θετικός αριθμός.
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Συνδιακύμανσvη

Μετράει την σvυσvχέτισvη δύο διαφορετικών διανυσvμάτων.

Θεωρούμε πως και τα δύο διανύσvματα έχουν το ίδιο πλήθος

σvτοιχείων.

Μπορεί να γραφεί ως

cov(x , y) =

∑n
i=1 (xi − µx) (yi − µy )

(n − 1)
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Πράξεις διανυσvμάτων

Η πρόσvθεσvη δύο διανυσvμάτων −→x = (x1, x2, . . . , xn) και
−→y = (y1, y2, . . . , yn) γίνεται σvτοιχείο προς σvτοιχείο.

Για να γίνει πρόσvθεσvη θα πρέπει και τα δύο διανύσvματα να

έχουν το ίδιο πλήθος σvτοιχείων.

Αποτέλεσvμα πρόσvθεσvης:
−→z = −→x + −→y = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn).

Το εσvωτερικό γινόμενο διανυσvμάτων είναι αριθμός και

είναι πολλαπλασvιασvμός σvτοιχείου με σvτοιχείο.

Αποτέλεσvμα εσvωτερικού γινομένου:
P = −→x T −→y = (x1y1, x2y2, . . . , xnyn).

Ο πολλαπλασvιασvμός αριθμού με δίανυσvμα γίνεται

πολλαπλασvιάζοντας κάθε σvτοιχείο του διανύσvματος με

αυτόν τον αριθμό. Το αποτέλεσvμα είναι και πάλι διάνυσvμα.



Νόρμες διανυσvμάτων (ιδιότητες)

Μια νόρμα ‖.‖ : Rn → R είναι μια σvυνάρτησvη με τις εξής
ιδιότητες

‖x‖ ≥ 0
‖x‖ ⇔ x = (0, 0, . . . , 0)
‖ax‖ = |a| ‖x‖ , ∀a ∈ R

‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖



Ορισvμοί

Ομαδοποίησvη αριθμών

Σύνοψη

Παραδείγματα νόρμας

1 Η νόρμα l1:

‖x‖
1

=
n

∑

i=1

|xi |

2 Η νόρμα l2:

‖x‖
2

=
√

xT x =

√

√

√

√

n
∑

i=1

x2
i

3 Η νόρμα l∞:
‖x‖

∞
= max

i
|xi |
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΄Ενας πίνακας θεωρείται μια δίαταξη m γραμμών και n
σvτηλών.

Συμβολίζεται ως : A = [aij ]m×n

Αν m = n, ο πίνακας ονομάζεται τετραγωνικός.
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Ειδικοί πίνακες

Ενας τετραγωνικός πίνακας για τον οποίο έχει μη μηδενικά

σvτοιχεία μόνο σvτην κύρια διαγώνιό του ονομάζεται

διαγώνιος πίνακας.

΄Ενας διαγώνιος πίνακας A για τον οποίο ισvχύει Aii = 1,
ονομάζεται μοναδίαιος πίνακας και σvυμβολίζεται με I.

΄Ενας διαγώνιος πίνακας με μη - μηδενικά σvτοιχεία πάνω
από την κύρια διαγώνιο ονομάζεται άνω τριγωνικός.

΄Ενας διαγώνιος πίνακας με μη - μηδενικά σvτοιχεία κάτω
από την κύρια διαγώνιο ονομάζεται κάτω τριγωνικός.
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Πρόσvθεσvη πινάκων

Για να γίνει πρόσvθεσvη πινάκων Α και Β θα πρέπει να έχουν

τον ίδιο αριθμό γραμμών και σvτηλών.

Το αποτέλεσvμα της πράξης:
C = A + B ⇔ Cij = Aij + Bij , i = 1, .., n, j = 1, ..m

Ισvχύουν τα εξής:

A + B = B + A

(A + B) + C = A + (B + C)
A + 0 = A (0 είναι ο πίνακας με μηδέν σvε κάθε σvτοιχείο του).
A + (−A) = 0

Ι.Γ. Τσvούλος Εισvαγωγικές έννοιες



Πολλαπλασvιασvμός σvτοιχείου με πίνακα

Γίνεται πολλαπλασvιασvμός κάθε σvτοιχείου με τον αριθμό και

το αποτέλεσvμα: λ · A = λAij , i = 1, .., n, j = 1, ..m

Ισvχύουν τα ακόλουθα:

(k + l) · A = k · A + l · A

k · (A + B) = k · A + k · B

k · (l · A) = (kl) · A

1 · A = A
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Πολλαπλασvιασvμός πινάκων

Το γινόμενο μεταξύ πινάκων Α, Β επιτρέπεται μόνο ο Α
είναι πίνακας m × n και ο Β είναι πίνακας n × k.

Το αποτέλεσvμα του γινομένου είναι πίνακας m × k.

Το αποτέλεσvμα ορίζεται ως:

C = AB ⇒ [cij ] =





n
∑

p=1

AipBpj





Ι.Γ. Τσvούλος Εισvαγωγικές έννοιες



Αντίσvτροφος πίνακα

Αν υπάρχει πίνακας Β για τον τετραγωνικό πίνακα Α για

τον οποίο ισvχύει: AB = I, τότε ο πίνακας Β σvυμβολίζεται με
A−1 και ονομάζεται αντίσvτροφος του Α.

Αν δεν υπάρχει αντίσvτροφος πίνακας για τον Α, τότε ο Α
ονομάζεται ιδιάζων (singular).



Θετικά ορισvμένοι πίνακες

1 Θεωρούμε πίνακες σvυμμετρικούς, A ∈ Rn×n

2 ΄Ενας σvυμμετρικός πίνακας λέγεται θετικά ορισvμένος αν:
xT Ax > 0, ∀x 6= 0

3 ΄Ενας σvυμμετρικός πίνακας λέγεται θετικά ημιορισvμένος

αν: xT Ax ≥ 0, ∀x 6= 0



Ορισvμοί

Ομαδοποίησvη αριθμών

Σύνοψη

Ορίζουσvα πίνακα

1 Ορίζεται για τετραγωνικούς πίνακες.

2 Συμβολίζεται με det(A)

3 Είναι δεκαδικός αριθμός

4 Παρέχει σvημαντικές πληροφορίες για ένα πίνακα και έχει

πολλές εφαρμογές

5 Μπορεί να υπολογισvτεί αναδρομικά.
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Υπολογισvμός ορίζουσvας για 2Χ2 πίνακα

΄Εσvτω ο πίνακας

A =

[

a11 a12

a21 a22

]

det(A) =

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12

a21 a22

∣

∣

∣

∣

∣

Η ορίζουσvα ορίζεται ως det(A) = a11a22 − a21a12



Ορισvμοί

Ομαδοποίησvη αριθμών

Σύνοψη

Υπολογισvμός ορίζουσvας για 3Χ3 πίνακα

΄Εσvτω ο πίνακας

A =







a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33







det(A) = a11

∣

∣

∣

∣

∣

a22 a23

a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

− a12

∣

∣

∣

∣

∣

a21 a23

a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

+ a13

∣

∣

∣

∣

∣

a21 a22

a31 a32

∣

∣

∣

∣

∣
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Βασvικά σvτοιχεία ομαδοποίησvης

Στην ομαδοποίησvη “έξυπνοι” αλγόριθμοι χρησvιμοποιούνται
για την κατάταξη δεδομένων σvε ένα προκαθορισvμένο

αριθμό κατηγοριών.

Για παράδειγμα αν διαθέτουμε πολλά δείγματα κρασvιών

και θέλουμε να τα κατατάξουμε σvε κατηγορίες με βάσvη

χαρακτηρισvτικά τους (πχ οξύτητα, χρώμα κτλ)

Συνήθως ο αριθμός των κατηγοριών είναι εκ των προτέρων

γνωσvτός.
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Κριτήρια σvχηματισvμού ομάδας

1 Η ομάδα να ειναι ομοιογενής, δηλαδή τα σvτοιχεία που
απαρτίζουν μια ομάδα να είναι όσvο το δυνατόν πιο κοντά

μεταξύ τους

2 Οι ομάδες να απέχουν, δηλαδή να μην είναι “κοντά”, γιατί
αλλιώς θα πρέπει να ενωθούν σvε μια.
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Παράδειγμα ομάδων
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Κριτήρια ομοιότητας

Για να μπορέσvουμε να αξιολογήσvουμε πόσvο κοντά βρίσvκονται

τα δεδομένα θα πρέπει να υπάρχει κάποιο κριτήριο ομοιότητας.
Σε όλες τις εκφράσvεις που ακολουθούν ο αριθμός n εκφράζει την

διάσvτασvη (πλήθος χαρακτηρισvτικών) κάθε προτύπου. Μερικά
γνωσvτά κριτήρια παρουσvιάζονται σvτην σvυνέχεια.
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Ευκλείδια απόσvτασvη.

Σε όλες τις εκφράσvεις θεωρούμε πως σvτους τύπους έχουμε

διανύσvματα

Η μεταβλητή n αναπαρισvτά την διάσvτασvη του προβλήματος

(διάσvτασvη προτύπων)

Είναι το πιο γνωσvτό κριτήριο απόσvτασvης.

D(x , y) =

√

√

√

√

n
∑

i=1

(xi − yi)
2 (1)
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Πίνακας ευκλίδειας απόσvτασvης

1 Είναι ο πίνακας των αποσvτάσvεων μεταξύ διανυσvμάτων.

2 Χρησvιμοποιείται σvε πολλές μεθόδους.

3 A = (aij) , aij = d2
ij = ‖xi − xj‖2

4 Aij = 0, ∀i = j

5 Aij = Aji , σvυμμετρικός πίνακας

6 Aij ≥ 0
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Απόσvτασvη Manhattan.

1 Βασvίζεται σvε παρατηρήσvεις σvχετικά με τις αποσvτάσvεις

σvτην τετραγωνισvμένη περιοχή του Μανχάττσvαν

2 Η απόσvτασvη αυτή δίνεται από την εξίσvωσvη

D(x , y) =
n

∑

i=1

|xi − yi | (2)
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Απόσvτασvη Manhattan (σvχήμα)

Κόκκινο χρώμα: Απόσvτασvη Manhattan distance. Πράσvινο:
Απευθείας μετακίνησvη. Λοιπά χρώματα: Ισvοδύναμες

αποσvτάσvεις Manhattan
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Μέγισvτης διαφοράς.

1 Το κριτήριο αυτό βασvίζεται σvτην εύρεσvη της μέγισvτης

διαφοράς σvε όλες τις διασvτάσvεις των προτύπων

2 Χρησvιμοποιείται αρκετά τακτικά όπως και της Ευκλείδιας

απόσvτασvης.

3 Δίνεται από την εξίσvωσvη

D(x , y) = maxn
i=1 |xi − yi | (3)
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Συνημιτονοειδής ομοιότητα.

Ορίζεται από την εξίσvωσvη

D(x , y) =

∑n
i=1 xiyi

√

∑n
i=1 x2

i

√

∑n
i=1 y2

i

(4)
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Ο αλγόριθμος Kmeans

1 Αρχικοποίησvη των K κέντρων ci , i = 1..K , όπου K είναι το

εκτιμούμενο πλήθος ομάδων.
2 Επανέλαβε

1 Si = {} , i = 1..K
2 Εύρεσvη της ομάδας που ανήκει το κάθε σvτοιχείο xi , ι = 1..Ν
ως ακολούθως: α) εύρεσvη j∗ = minK

i=1
{D (xi , cj)} β)

Sj∗ = Sj∗ ∪ xi

3 ΄Εσvτω Mj το πλήθος των μελών της ομάδας. Ανανέωσvη του
κέντρου της ομάδας

cj =
1

Mj

Mj
∑

i=1

xi (5)

όπου xi τα μέλη της ομάδας.

3 Αν τα κέντρα δεν έχουν αλλάξει τότε τερματισvμός,
αλλιώς μετάβασvη σvτο βήμα 2.
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Kmeans

1 Η μέθοδος είναι δοκιμασvμένη και χρησvιμοποιείται και σvτα

τεχνητά νευρωνικά δίκτυα RBF

2 Δεν παίζει ρόλο η αρχικοποίησvη, μπορεί να γίνει και
τυχαία.

3 Η απόδοσvη του αλγορίθμου εξαρτάται σvε μεγάλο βαθμό

από την επιλογή του Κ.
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Ο αλγόριθμος των πλησvιεσvτέρων γειτόνων

1 Για κάθε πρότυπο xi δημιούργησvε την λίσvτα L (xi) με τους k

κοντινότερους γείτονες.
2 Για κάθε ζεύγος σvημείων xi και xj

1 Αν L (xi ) ∩ L (xj) ≥ M, τοποθέτησvε τα δύο σvημεία xi και xj

σvτην ίδια ομάδα

3 Η διαδικασvία επαναλαμβάνεται μέχρι να μην υπάρχουν

πλέον άλλα σvημεία εκτός ομάδας.

Αν και αυτός ο αλγόριθμος δεν απαιτεί εκ των προτέρων γνώσvη

για το πλήθος των ομάδων σvτηρίζεται σvτις παραμέτρους k και

M.
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Σύνοψη

Παρουσvιάσvτηκαν βασvικές έννοιες μαθηματικών.

Παρουσvιάσvτηκαν έννοιες ομαδοποίησvης τιμών.
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