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Αριθμοί κινητής υποδιασvτολής

1 ΄Ενας αριθμός αναπαρίσvταται πάντα σvτην μορφή

±S × 10e 0 ≤ S ≤ 10

2 Παράδειγμα 7234.3874 = 7.2343874× 103

3 Παράδειγμα: 1

10
= 0.1× 100
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Μορφή κ-ψηφίων

΄Εσvτω η βάσvη του σvυσvτήματος είναι β

Κάθε αριθμός δίνεται από την σvχέσvη:
�k(x) = (−1)s × (0.d1d2 . . . dk)β × βe

k είναι το πλήθος των ψηφίων, s είναι το πρόσvημο του
αριθμού, e βάσvη του αριθμού

Παράδειγμα1:
123.245 = �6(123.245) = (−1)0 × (0.12345)× 103

Παράδειγμα2: �6
(√

2
)
= (−1)0 × (0.141421)× 101 (δεν

εμφανίζονται όλα τα ψηφία)

Παράδειγμα3: �6 (−9876543) = (−1)1 × (0.987654)× 107
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ΙΕΕΕ αριθμοί

1 Οι αριθμοί αναπαρίσvτανται σvαν

x = sign× fraction× baseexponet

2 sign είναι το πρόσvημο του αριθμού

3 fraction είναι τα ψηφία του αριθμού

4 base είναι η βάσvη του αριθμητικού σvυσvτήματος πχ 2 ή 10.

5 exponent εκθέτης σvτο αριθμητικό σvύσvτημα
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Τύποι δεκαδικών τιμών

1 Υπάρχουν τρεις τύποι δεκαδικών τιμών

2 Στην σvυνέχεια εμφανίζονται οι διασvτάσvεις τους σvε bits

Τύπος Συνολικό μήκος Πρόσvημο Εκθέτης ψηφία

Single 32 1 8 23

Double 64 1 11 52

Quadruple 128 1 15 112
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Ακρίβεια δεκαδικών τιμών

Τύπος Ακρίβεια (bits) em

Single 24 2−23 ≃ 10−7

Double 53 2−52 ≃ 2.2× 10−16

Quadruple 113 2−112
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isnan και isinf

1 Η σvυνάρτησvη isnan() χρησvιμοποιείται σvτις περισvσvότερες
γλώσvσvες για να μάθουμε αν ένας αριθμός είναι αόρισvτος.
Πχ, το κλάσvμα 0/0 δεν ορίζεται.

2 Η σvυνάρτησvη isinf() χρησvιμοποιείται όταν ένας αριθμός αν
και υπάρχει δεν μπορεί να αναπαρασvταθεί σvε υπολογισvτή.
Πχ. ένας πολύ μεγάλος ή πολύ μικρός αριθμός.

3 Αν και μπορούν να χρησvιμοποιηθούν και σvε ακέραιες

εκφράσvεις, σvυνήθως χρησvιμοποιούνται σvε δεκαδικές τιμές.
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Ορισvμοί

Σφάλμα αριθμού: error
(
xeval

)
= xtrue − xeval

Απόλυτο σvφάλμα:abserror
(
xeval

)
=

∥∥error (xeval)∥∥ =∥∥xtrue − xeval
∥∥

Σχετικό Σφάλμα: relerror
(
xeval

)
=

xtrue−xeval
xtrue

Προσvέγγισvη αριθμού με k σvημαντικά ψηφία αν ισvχύει:
abserror

(
xeval

)
≤ 1

2
× 10k
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Δείκτης κατάσvτασvης σvυνάρτησvης

Δείχνει αν οι υπολογισvμοί είναι ευσvταθείς για μια

σvυνάρτησvη

Δίνεται από: E =
∣∣∣ f ′(xtrue)f (xtrue)

xtrue

∣∣∣
Παράδειγμα1: f (x) = x

√
x . Δείκτης κατάσvτασvη 3/2

Παράδειγμα2: f (x) = 1

x2−4
. ΄Εχει δείκτη κατάσvτασvης 2x2

x2−4
,

που σvημαίνει ότι κοντά σvτο ±2 ο δείκτης κατάσvτασvης
παίρνει σvχεδόν άπειρες τιμές.
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Υπολογισvμός ε

΄Εσvτ ο αλγόριθμος:
eps = 1
one = 1
while(1+eps>one)
{
eps=eps/2;
}
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Θεώρημα Bolzano

Αν y = f (x) σvυνεχής σvτο [a, b] και ισvχύει f (a)f (b) < 0,τότε
υπάρχει ξ ∈ [a, b] τέτοιο ώσvτε f (ξ) = 0

Αν η f(x) διατηρεί την μονοτονία της σvτο [a, b], τότε αυτή η
ρίζα είναι και μοναδική.
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Θεώρημα μέσvης τιμής

Αν y = f (x) είναι σvυνεχής σvτο [a, b] και διαφορίσvιμη, τότε
υπάρχει ξ ∈ [a, b] τέτοιο ώσvτε

f (b)− f (a)

b − a
= f ′(ξ)
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Μέθοδος διχοτόμησvης

Εφαρμογή του θεωρήματος bolzano

x=(a+b)/2
it=0
while (it<ITMAX) do
if(f(x)=0) then print x; terminate; endif
if(f(a)*f(b)<0) then
b = x
x = (a+b)/2
else
a=x
x=(a+b)/2
end while



Μέθοδος εσvφαλμένης θέσvης

Η μέθοδος διχοτόμησvης δεν λαμβάνει υπόψιν τις τιμές των

άκρων f(a), f(b) και επομένως μπορεί να αργήσvει

x=b-f(b)*(b-a)/(f(b)-f(a))
it=0
while (it<ITMAX) do
if(f(x)=0) then print x; terminate; endif
if(f(a)*f(b)<0) then
b = x
x = b-f(b)*(b-a)/(f(b)-f(a))
else
a=x
x=b-f(b)*(b-a)/(f(b)-f(a))
end while
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Μέθοδος Newton

1 Η μέθοδος αυτή είναι πιο γρήγορη από τις προηγούμενης

γιατί χρησvιμοποιεί παράγωγο αλλά και πιο ακριβή σvε

υπολογισvμούς.

x=x0
it=0
while(it<ITMAX) do
x=x-f(x)/f'(x)
if(f(x)=0) terminate
it = it+1
end while
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Παραγώγισvη με διαφορές

Η παράγωγος πολλές φορές δύσvκολα υπολογίζεται.

Μπορεί να υπολολογισvτεί έμμεσvα με πεπερασvμένες διαφορές

Απαίτησvη: η σvυνάρτησvη να είναι σvυνεχής
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Παράγωγος με διαφορές

f ′(x) ≃ f (x+h)−f (x)
h

fx(x , y) ≃ f (x ,y+k)−f (x ,y−k)
2k

fxx(x , y) ≃ f (x+h,y)−2f (x ,y)+f (x−h,y)
h2

fyy (x , y) ≃ f (x ,y+k)−2f (x ,y)+f (x ,y−k)
k2

fxy (x , y) ≃
f (x+h,y+k)−f (x+h,y)−f (x ,y+k)+2f (x ,y)−f (x−h,y)−f (x ,y−k)+f (x−h,y−k)

2hk
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Η μέθοδος Secant

Μοιάζει με την μέθοδο Newton αλλά χρησvιμοποιεί
προσvέγγισvη για την παράγωγο

Θέλει δύο αρχικές τιμές x0,x1

it=0
while(it<ITMAX)
if(f(x(k))=0) terminate
x(k+1)=x(k)-f(x(k))*(x(k)-x(k-1))/(f(x(k))-f(x(k-1)))
it=it+1
end while
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Λογική

Πολλές φορές η παράγωγος υπολογίζεται δύσvκολα

Σε κάποιες περιπτώσvεις είναι τεχνικά αδύνατον να

υπολογισvτεί (πχ αν μεσvολαβεί κάποιο άλλο βήμα με
άνοιγμα κάποιου αρχείου)

Υπάρχουν βιβλιοθήκες προγραμματισvμού που κάνουν πιο

εύκολη την παραπάνω εργασvία.

Συνήθως απαιτούν διατύπωσvη της σvυνάρτησvης με

διαφορετικό τρόπο ή χρησvιμοποιούν διαφορετικούς τύπους

δεδομένων.
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Η βιβλιοθήκη AutoDi�

Είναι γραμμένη σvε C++

Διαθέσvιμη από τον ισvτοχώρο

https://github.com/autodiff/autodiff

Ο προγραμματισvτής πρέπει να χρησvιμοποιήσvει διαφορετικό

τρόπο για να γράψει τις σvυναρτήσvεις

Απαιτεί την χρήσvη διαφορετικών τύπων δεδομένων.

https://github.com/autodiff/autodiff
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Παράδειγμα γραφής σvυνάρτησvης σvτο AutoDi�

dua l f ( con s t dua l &x , con s t dua l &y , con s t dua l &z )
{
r e t u r n ( x+y+z )* exp ( x*y+z ) ;

}
dua l x = 1 . 0 ; dua l y = 2 . 0 ;
dua l z = 3 . 0 ; dua l u = f ( x , y , z ) ;
doub l e dudx = d e r i v a t i v e ( f , wrt ( x ) , a t ( x , y , z ) ) ;
doub l e dudy = d e r i v a t i v e ( f , wrt ( y ) , a t ( x , y , z ) ) ;
doub l e dudz = d e r i v a t i v e ( f , wrt ( z ) , a t ( x , y , z ) )
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Παρατηρήσvεις

Οι σvυναρτήσvεις μπορούν να έχουν οποιοδήποτε αριθμό

ορισvμάτων

Ο τύπος double πρέπει να αντικατασvταθεί από το dual.
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Συμβολικός υπολογισvμός παραγώγων

Η αρχική σvυνάρτησvη παρέχεται σvε σvυμβολική μορφή.

Μεσvολαβεί ένας διερμηνευτής που βρίσvκει τα σvύμβολα της

σvυνάρτησvης

Το τελικό αποτέλεσvμα είναι σvε σvυμβολική μορφή.

Παράδειγμα: η βιβλιοθήκη Ev3 διαθέσvιμη από
https://github.com/openturns/ev3

https://github.com/openturns/ev3
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Παράδειγμα χρήσvης της Ev3

Ev3 : : E x p r e s s i o nPa r s e r p a r s e r ;
p a r s e r . S e tVa r i a b l e ID (" x1 " , 0 ) ;
p a r s e r . S e tVa r i a b l e ID (" x2 " , 1 ) ;
i n t n e r r = 0 ;
Ev3 : : E x p r e s s i o n exp r =

p a r s e r . Par se (" x1* s i n ( x2 )" , n e r r ) ;
Ev3 : : E x p r e s s i o n d e r i v a t i v e = Ev3 : : D i f f ( expr , 1 ) ;
s t d : : cout << d e r i v a t i v e =>ToSt r ing ( ) << s td : : e nd l ;
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Σύνοψη

Παρουσvιάσvτηκαν βασvικές έννοιες μαθηματικών

Παρουσvιάσvτηκαν έννοιες μετατροπής αριθμών.
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ISBN 960-8105-79-Χ, ISBN-13 978-960-8105-79-9

Ι.Γ. Τσvούλος Θέματα αριθμητικής ανάλυσvης


	Dekadiko208 arijmo208
	Anapar136svtasvh arijm184n 
	Arijmhtik136 svf136lmata

	E212resvh riz184n
	Aut236math diaf236risvh svunart160svewn
	S212noyh
	Appendix
	S212noyh
	Bibliograf208a



