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Λήψη τυχαίων σvημείων

Δίνεται η σvυνάρτησvη f (x), x ∈ S ⊂ Rn

Σε πολλές μεθόδους χρειάζεται να βρεθούν Μ σvημεία από

την σvυνάρτησvη, τα οποία να μην σvχετίζονται μεταξύ τους.

Συνήθως λαμβάνουμε τυχαία σvημεία από κάποια

κατανομή.

Για κάθε μεταβλητή xi ισvχύει x ∈ [ai , bi ] , i = 1, ..., n

Πιο σvυχνά ομοιόμορφη κατανομή:

xi = ai + (bi − ai) × r

όπου r τυχαίος αριθμός σvτο [0,1].
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Βασvικοί ορισvμοί

1 Διατυπώθηκε αρχικά από τον Spendley και διορθώθηκε
σvτην σvυνέχεια από τους Nelder και Mead.

2 Η σvυνάρτησvη f(x) υπολογίζεται σvτις κορυφές ενός
πολύτοπου (simplex) με n+1 σvημεία,
fi = f (xi) , i = 0, ..., n.

3 Χρειάζεται ταξινόμησvη των σvημείων:
f0 < f1 < f2 < . . . < fn

4 Ορίζουμε το κεντροειδές των n σvημείων:

xc =
1

n

n−1
∑

i=0

xi

5 Ορίζουμε το κατοπτρικό σvημείου του xn ως προς xc

xr = xc + a × (xc − xn)

(a σvυντελεσvτής ανάκλασvης)



Η μέθοδος Simplex
Εναλλασvσvόμενες διεθύνσvεις

Simulated Annealing
Σύνοψη

Αποφάσvεις σvτην μέθοδο Simplex

1 f0 ≤ fr ≤ fn−1

2 fr ≤ f0

3 fr > fn−1
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Πρώτη περίπτωσvη (εισvαγωγή)

Το σvημείο fr γίνεται αποδεκτό σvτο πολύτοπο και εισvάγεται

σvε αυτό.

Γίνεται πάλι ταξινόμησvη των σvημείων:
f0 < f1 < f2 < . . . < fn
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Δεύτερη περίπτωσvη (διάτασvη)

Εκτελείται η διάτασvη: xe = xc + γ (xr − xc)

γ είναι ο σvυντελεσvτής διάτασvης, σvυνήθως γ = 2

Αν fe < fr , τότε xn = xe αλλιώς xn = xr

Γίνεται πάλι ταξινόμησvη των σvημείων:
f0 < f1 < f2 < . . . < fn
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Τρίτη περίπτωσvη (σvυσvτολή)

xk =

{

xc + β (xr − xc) fr < fn

xc + β (xn − xc) fr ≥ fn

β είναι ο σvυντελεσvτής σvυσvτολής (σvυνήθως β = 0.5)

Αν fk < min (fr , fn), τότε xn = xk

Αλλιώς σvυσvτολή του πολύτοπου ως εξής:

xi =
1

2
(xo + xi) , i = 1, 2, . . . , n

Γίνεται πάλι ταξινόμησvη των σvημείων:
f0 < f1 < f2 < . . . < fn
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Κριτήριο τερματισvμού

Ορίζεται η μέσvη σvυναρτησvιακή τιμή

mf =
1

n + 1

n
∑

i=0

fi

Ορίζεται η διακύμανσvη των σvυναρτησvιακών τιμών

σ2
f =

1

n

n
∑

i=0

(fi − mf )2

Η μέθοδος τερματίζεται αν σ2
f ≤ ǫ
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Ο αλγόριθμος

1 Είσvοδος n+1 σvημείων, xi , i = 0, .., n

2 Υπολογισvμός και ταξινόμησvη των σvυναρτησvιακών τιμών fi

3 Αν ισvχύει το κριτήριο τερματισvμού, τότε τερματισvμός και η
έξοδος είναι το f0

4 Υπολογισvμός κεντροειδούς xc και κατοπτρικού xr

5 Αν ισvχύει f0 ≤ fr ≤ fn−1, τότε ΕΙΣΑΓΩΓΗ

6 Αλλιώς αν fr ≤ f0, τότε ΔΙΑΤΑΣΗ

7 Αλλιώς ΣΥΣΤΟΛΗ

8 Ταξινόμησvη σvυναρτησvιακών τιμών και μετάβασvη σvτο βήμα

3.
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Μέθοδος εναλασvσvόμενων διευθύνσvεων

Γίνεται μονοδιάσvτατη βελτισvτοποίησvη ως προς κάθε

διάσvτασvη εισvόδου

Εκτελεί επαναλήψεις όσvο βελτιώνεται η τιμή της

σvυνάρτησvης

Είναι αργή τεχνική, ειδικά για μεγάλο αριθμό διασvτάσvεων.

Παραβλέπει την πιθανή σvυσvχέτισvη μεταξύ των μεταβλητών

και έτσvι δεν είναι αποτελεσvματική.
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Μέθοδος εναλασvσvόμενων διευθύνσvεων (αλγόριθμος)

1 Δίνεται ένα αρχικό σvημείο x

2 Θέτουμε k = 1
3 Για i = 1, .., n κάνε

1 Εύρεσvη λ∗ που ελαχισvτοποιεί την φ(x) = f (x + λei )
2 x = x + λ∗ei

4 Τέλος Για

5 k = k + 1

6 Αν δεν έχει μειωθεί η τιμή της f (x) τερματισvμός

7 Αλλιώς μετάβασvη σvτο βήμα 3.
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Η μέθοδος ROLL

1 Για κάθε διάσvτασvη i = 1, 2, ..., n υπάρχει και μία

κατεύθυνσvη si

2 Η μέθοδος προσvαρμόζει την κατεύθυνσvη σvε κάθε

επανάληψη

3 Στο τέλος κάνει και μια γραμμική αναζήτησvη κατά μήκος

s = (s1, s2, ..., sn)

4 Μέσvω της γραμμικής αναζήτησvης σvτο τέλος λαμβάνει

υπόψην της και τις πιθανές σvυσvχετίσvεις μεταξύ x1, x2, ..., xn

Ι.Γ. Τσvούλος Μέθοδοι βελτισvτοποίησvης χωρίς παραγώγους



Η μέθοδος Roll (αλγόριθμος)

1 ΄Εσvτω x το αρχικό σvημείο

2 Θέτουμε k=1
3 Για i = 1, .., n κάνε

1 Θέτουμε x0 = (x1, x2, ..., xn)
2 Θέτουμε x+ = (x1, x2, ..., xi + si , ..., xn)
3 Θέτουμε x− = (x1, x2, ..., xi − si , ..., xn)
4 Αν f+ < f , x = x+, si = asi , a > 1
5 Αλλιώς αν f− < f , x = x−, si = −asi , a > 1

6 Αλλιώς si = − 1
2

f+−f
−

f++f
−

−2f0
si

4 Τέλος Για

5 Γραμμική αναζήτησvη κατά μήκος s = (s1, s2, ..., sn)

6 Αν δεν έχει μειωθεί η τιμή της f (x) τερματισvμός

7 Αλλιώς μετάβασvη σvτο βήμα 3.
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Στοχασvτική αναζήτησvη

1 Θέτουμε k=0

2 Θέτουμε a μια αρχική τιμή με a>0.

3 Επιλέγεται ένα τυχαίο διάνυσvμα s = (s1, s2, ..., sn) με
si ∈ [−1, 1]

4 Αν f (x + as) < f (x), x = x + as

5 Αλλιώς αν για ένα πλήθος επαναλήψεων δεν έχει υπάρξει

βελτίωσvη μείωσvη του a.

6 Θέτουμε k = k + 1

7 Μετάβασvη σvτο βήμα 2.
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Βασvικές αρχές

Αναπτύχθηκε το 1983 από τον Kirkpatrik κυρίως για
σvυνδυασvτικά προβλήματα.

Μιμείται την φυσvική διαδικασvία της Ανόπτυσvης.

Στην ανόπτυσvη ζεσvταίνεται ένα μέταλλο σvε υψηλή

θερμοκρασvία και εν σvυνεχεία μειώνεται η θερμοκρασvία

μέχρι να φτάσvει σvτο 0.

Στην άνοδο τα μόρια του μετάλλου κινούνται γρήγορα

(αναζήτησvη λύσvεων) αλλά σvτην σvυνέχεια όσvο αυτό
ψύχεται μειώνεται η ταχύτητά τους.

Ο τρόπος που πέφτει η θερμοκρασvία ονομάζεται cooling
schedule.
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Τεχνικές μείωσvης θερμοκρασvίας
Θεωρούμε πως ξεκινάμε πάντα από μια μεγάλη

θερμοκρασvία T0

k ειναι η επανάληψη του αλγορίθμου.

Εκθετική μείωσvη:

Tk = T0ak , 0.8 ≤ a ≤ 0.9

Logarithmical multiplicative cooling:

Tk =
T0

1 + a log (1 + k)

Linear multiplicative cooling:

Tk =
T0

1 + ak

Quadratic multiplicative cooling:

Tk =
T0

1 + ak2
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Ο αλγόριθμος (μία εκδοχή)

1 Θέτουμε k = 0, T0 > 0
2 ΄Εσvτω x0 το αρχικό σvημείο.
3 ΄Εσvτω Neps > 0 ένας θετικός ακέραιος.
4 ΄Εσvτω e> 0, ένας μικρός θετικός δεκαδικός αριθμός.
5 Για i = 1, ..., Neps επανέλαβε

1 ΄Εσvτω y ένα νέο δείγμα.
2 Αν f (y) ≤ f (xk) xk+1 = y
3 Διαφορετικά xk+1 = y με πιθανότητα

min
{

1, exp
(

−
f (y)−f (xk )

Tk

)}

6 Τέλος Για
7 Ενημέρωσvη θερμοκρασvίας Tk σvύμφωνα με τον μηχανισvμό

ψύξης.
8 k=k+1
9 Αν Tk ≤ e τερματισvμός
10 Αλλιώς μετάβασvη σvτο βήμα 5.
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Σύνοψη

Η μέθοδος simplex

Η μέθοδος roll

Τυχαία αναζήτησvη

Τεχνικές Simulated Annealing
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