
Μέθοδοι για μία διάσvτασvη

Μέθοδοι σvε πολλές διασvτάσvεις

Σύνοψη

Βελτισvτοποίησvη

Ιωάννης Γ. Τσvούλος

Τμήμα Πληροφορικής και τηλεπικοινωνιών

Πανεπισvτήμιο Ιωαννίνων

2022

Ι.Γ. Τσvούλος Μέθοδοι βελτισvτοποίησvης με παραγώγους



Μέθοδοι για μία διάσvτασvη

Μέθοδοι σvε πολλές διασvτάσvεις

Σύνοψη

Περίληψη

1 Μέθοδοι για μία διάσvτασvη

2 Μέθοδοι σvε πολλές διασvτάσvεις

Ι.Γ. Τσvούλος Μέθοδοι βελτισvτοποίησvης με παραγώγους



Μέθοδοι για μία διάσvτασvη

Μέθοδοι σvε πολλές διασvτάσvεις

Σύνοψη

Μέθοδος διχοτόμησvης

Εσvτω [a,b] το πεδίο έρευνας.

Αρχική υπόθεσvη: f ′(a) < 0 και f ′(b) > 0.

Επιλέγεται το ενδιάμεσvο σvημείο:

c = a +
b − a

2

Αν f ′(c) > 0 τότε γίνεται αναζήτησvη σvτο [a,c] αλλιώς
γίνεται αναζήτησvη σvτο [c,b].

Το αρχικό ζητούμενο είναι να βρεθεί το διάσvτημα [a,b].
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Ο αλγόριθμος της μεθόδου διχοτόμησvης

1 Θέτουμε k=0

2 Αν f ′(a) > 0 η f ′(b) < 0 τερματισvμός.
3 Επανέλαβε

1 Θέτουμε c = a + b−a

2

2 Αν f ′(c) > 0 τότε b = c

3 Αλλιώς a = c

4 k=k+1
5 Αν |b − a| ≤ e, τερματισvμός όπου e μια πολύ μικρή τιμή.

4 Τέλος - Επανάληψης.
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Παρεμβολή Hermite

Από τα σvημέια a,b διέρχεται ένα μοναδικό πολυώνυμο
τρίτου βαθμού:

p(x) = c1x3 + c2x2 + c3x + c4

Ισvχύει:
p(a) = f (a), p′(a) = f ′(a), p(b) = f (b), p′(b) = f ′(b)

Για την εύρεσvη των σvυντελεσvτών του πολυωνύμου

απαιτείται η επίλυσvη του ακόλουθου γραμμικού

σvυσvτήματος:

c1a3 + c2a2 + c3a + c4 = f (a)

c1b3 + c2b2 + c3b + c4 = f (b)

3c1a2 + 2c2a + c3 = f ′(a)

3c1b2 + 2c2b + c3 = f ′(b)

Μπορεί να επιλυθεί με διάφορες μεθόδους όπως με Gauss.
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Κυβική παρεμβολή

1 Μέθοδος Davidon.

2 Από τα σvημεία (a, f (a)) και (b, f (b)) διέρχεται ένα
πολυώνυμο τρίτου βαθμού p(x)

3 Θα πρέπει να ισvχύει επιπλέον p′(a) = f ′(a), p′(b) = f ′(b)

4 Εντοπίζεται η θέσvη του ελαχίσvτου του πολυωνύμου p(x)

5 Το σvημείο αυτό θα αντικατασvτήσvει είτε το a είτε το b.
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Μέθοδος Davidon (αλγόριθμος)

1 Θέσvε k=0
2 Επανέλαβε

1 Υπολογισvμός πολυωνύμου Hermite H(a, b)
2 Εύρεσvη ελαχίσvτου

x∗ = min
x

H(a, b)

Η εύρεσvη του σvημείου x∗ μπορεί να γίνει και με γραμμική
αναζήτησvη.

3 Αν f (x∗) < f (a), a = x∗

4 Αλλιώς b = x∗

5 k=k+1
6 Αν |b − a| ≤ ǫ, τερματισvμός.

3 Τέλος Επανάληψης
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Gradient Descent

Στην μέθοδο αυτή γίνεται αναζήτησvη του ελαχίσvτου κατά

μήκους της −∇f (x)

Η μέθοδος είναι γνωσvτή και με το όνομα Back Propagation
όταν εφαρμόζεται σvτην ελαχισvτοποίησvη σvφαλμάτων σvε

Τεχνητά νευρωνικά δίκτυα.

Αποτελεί την βάσvη για πιο σvύνθετες και πιο αποδοτικές

τεχνικές βελτισvτοποίησvης.

Βασvίζεται πολύ σvτο βήμα h που θα επιλεγεί.
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Ο αλγόριθμος Gradient Descent

1 Θέσvε x0

2 Θέσvε k = 0
3 Μέχρι να ικανοποιηθεί το κριτήριο τερματισvμού κάνε

1 Υπολόγισvε xk+1 = xk − h∇f (xk)
2 k = k + 1

4 Τέλος - Μέχρι
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Κριτήρια τερματισvμού

Μέγισvτος αριθμός επαναλήψεων.

‖xk+1 − xk‖ ≤ e

|f (xk+1) − f (xk)| ≤ e

‖xk+1−xk ‖
‖xk‖ ≤ e (δεν δουλεύει αν xk ≃ 0)
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Υπολογισvμός h

Μπορεί να τεθεί σvε πολύ χαμηλή τιμή (αργή σvύκλισvη).

Μπορεί να ξεκινάει από υψηλές τιμές και να μειώνεται

(όπως η θερμοκρασvία σvτο Simulated Annealing).

Μπορεί να υπολογισvτεί με ελαχισvτοποίησvη της σvυνάρτησvης

φ(h) = f (xk − h∇f (xk)) (γραμμική αναζήτησvη).

Θέλει προσvοχή ο υπολογισvμός καθώς μπορεί να

δημιουργηθούν και σvημεία εκτός πεδίου ορισvμού της

σvυνάρτησvης.
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Χρήσvη Momentum σvτην μέθοδο Gradient Descent

Για τον υπολογισvμό του νέου σvημείου λαμβάνεται υπόψιν

και το ισvτορικό των μεταβολών

Εισvάγεται μια ακόμα παράμετρος με το όνομα momentum
(παράμετρος m)

Η ενημέρωσvη γίνεται σvύμφωνα με τον τύπο:

xk+1 = xk − h∇f (xk) − m (xk − xk−1)

Οι μεταβολές είναι πιο ομαλές, αλλά απαιτείται η χρήσvη
δύο παραμέτρων.
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Η μέθοδος ADAM

Χρησvιμοποιείται από το 2015 ευρύτατα σvτα βαθιά
νευρωνικά δίκτυα.

Δεν απαιτεί την χρήσvη δευτέρων παραγώγων.

Είναι χρήσvιμη σvε περιπτώσvεις που η παράγωγος έχει

θόρυβο σvτον υπολογισvμό της ή και υπάρχουν προβλήματα

αριθμητικής ακρίβειας.

Χρησvιμοποιεί διανύσvματα momentum και όχι απλώς έναν
αριθμό.

Παίρνει μέρος σvτον υπολογισvμό τόσvο η παράγωγος όσvο και

το τετράγωνό της.
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Ο αλγόριθμος της μεθόδου ADAM (παράμετροι)

Παράμετρος α, μέγεθος βήματος, σvυνήθως 0.001

Παράμετροι β1, β2, είναι οι παράγοντες momentum με
σvυνήθεις τιμές 0.9 και 0.999
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Ο αλγόριθμος ADAM (βήματα)

1 Θέσvε m0 = 0, πρώτο διάνυσvμα momentum

2 Θέσvε u0 = 0, δεύτερο διάνυσvμα momentum

3 Θέσvε k = 0, αριθμός επαναλήψεων

4 ΄Εσvτω ένα νέο δείγμα από την σvυνάρτησvη x0

5 Μέχρι τερματισvμό κάνε

1 gk = ∇f (xk)
2 mk+1 = β1mk + (1 − β1) gk

3 uk+1 = β2uk + (1 − β2) g2
k

4 m̂k+1 = 1

1−βk+1

1

mk+1, παίρνει δυνάμεις για τα β1, β2 ώσvτε

να μειώνεται η επίδρασvή τους όσvο περνάνε οι επαναλήψεις.
5 ûk+1 = 1

1−βk+1

2

uk+1

6 xk+1 = xk − α
m̂k+1

(√
ûk+1+ǫ

)

7 k = k + 1

6 Τέλος - Μέχρι
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Παραλλαγές μεθόδου ADAM και Gradient Descent

AdaGrad

AdaDelta

AdaMax

AMSGrad

RMSProp

NADam
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Μέθοδοι με παραγώγους σvτην μία διάσvτασvη

Μέθοδοι με παραγώγους σvε πολλές διασvτάσvεις
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