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Σχήμα μεθόδων πολλών εκκινήσvεων

1 Λήψη Ν δειγμάτων από την σvυνάρτησvη f (x)

2 Επεργασvία των δειγμάτων, πχ εκτέλεσvη μεθόδου
ελαχισvτοποίησvης

3 ΄Ελεγχος για τερματισvμό. Αν όχι μετάβασvη σvτο 1

4 Το δείγμα με την χαμηλότερη τιμή είναι και το τελικό

αποτέλεσvμα.
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Δειγματοληψία

1 Το πεδίο ορισvμού της σvυνάρτησvης f (x) είναι:

S = [a1, b1] × [a2, b2] × . . . × [an, bn]

2 Η δειγματοληψία είναι βασvικό σvτοιχείο των μεθόδων

πολλαπλών εκκινήσvεων.

3 Τα δείγματα λαμβάνονται με κάποια τυχαιότητα από το

πεδίο ορισvμού S
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Ομοιόμορφη δειγματοληψία

Είναι η πλέον σvυνηθισvμένη διαδικασvία επιλογής δειγμάτων

Κάθε σvυνισvτώσvα υπολογίζεται από τον τύπο

xi = ai + (bi − ai) × r

όπου r τυχαίος αριθμός σvτο διάσvτημα [0,1].

΄Οσvα περισvσvότερα δείγματα τόσvο καλύτερα καλύπτεται ο

χώρος έρευνας.

Ωσvτόσvο πολλά δείγματα ίσvως να είναι κοντά και να

δώσvουν τις ίδιες σvυναρτησvιακές τιμές μετά από

ελαχισvτοποίησvη.
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Δειγματοληψία με αποσvτάσvεις

1 Κάθε δείγμα λαμβάνεται ώσvτε να μην είναι κοντά σvτα

προηγούμενα δείγματα.

2 Χρειάζεται να διατηρείται ισvτορικό των δειγμάτων

(αυξημένη χρήσvη μνήμης σvε μεγάλα προβλήματα)

3 Το ερώτημα που τίθεται είναι πόσvο είναι το κοντά.

4 Σε πολλά κριτήρια χρησvιμοποιείται ο όγκος του σvυνόλου S:

V (S) = (b1 − a1) × (b2 − a2) × . . . × (bn − an)

5 Δύο άτομα θεωρούνται κοντά αν απέχουν ένα μικρό

κλάσvμα του όγκου, πχ

ǫ =
1

20
V (S)
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Δειγματοληψία με γείτονες

1 Θέτουμε Tx = ∅, το σvύνολο των δειγμάτων από την
σvυνάρτησvη

2 Για i = 1, . . . , N κάνε

1 Λήψη x ∈ S
2 Εύρεσvη των Κ κοντινοτέρων γειτόνων για το x,

xK = {y1, y2, . . . , yk} με yi ∈ Tx

3 Αν υπάρχει γείτονας με

‖yi − x‖ ≤ ǫ

τότε το x απορρίπτεται και μετάβασvη σvτο 2.a
4 Αλλιώς Tx = Tx ∪ x

3 Τέλος Επανάληψης
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Προβλήματα δειγματοληψίας με γείτονες

1 Η επιλογή της τιμής του Κ αλλάζει δραματικά την

σvυμπεριφορά της μεθόδου.

2 Απαιτείται εύρεσvη αποσvτάσvεων και ταξινόμησvη

3 Από μόνη της η απόσvτασvη δεν βελτιώνει την επίδοσvη του

αλγορίθμου.

4 Εναλλακτικά μπορεί να υπάρξει ψηφοφορία: ένα δείγμα x
θα απορριφθεί αν η πλειοψηφία των γειτόνων του είναι

αρκετά κοντά.

5 Εναλλακτικά μπορεί να χρησvιμοποιηθεί το επόμενο κριτήριο

απόρριψης:
‖yi − x‖ ≤ ǫ, f (yi) ≤ f (x)
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Γενικά σvτοιχεία

Είναι κρίσvιμο να γίνεται τερματισvμός της μεθόδου έγκυρα

και έγκαιρα

΄Εγκυρα: να έχει βρεθεί το ολικό ελάχισvτο ή όλα τα τοπικά
ελάχισvτα

΄Εγκαιρα: να μην αφήνεται η μέθοδος να εκτελείται χωρίς
να βρεθεί κάτι καινούριο.
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Μέγισvτος αριθμός επαναλήψεων

1 Ορίζεται ένας μέγισvτος αριθμός επαναλήψεων KMAX.

2 Το κριτήριο είναι k ≥ KMAX ,όπου k η τρέχουσvα
επανάληψη.

3 Η μέθοδος τερματίζεται ξεπερασvτεί αυτός ο αριθμός.

4 Εναλλακτικά ορίζεται ένας μέγισvτος αριθμός δειγμάτων

NMAX. Ο τερματισvμός θα γίνει όταν ξεπερασvτεί αυτό το
πληθος των δειγμάτων (πχ όταν γίνεται δειγματοληψία ανά
ένα).

5 Δεν είναι αποδοτική μέθοδος.
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Εύρεσvη σvυναρτησvιακής τιμής

Ορίζεται μια τιμή σvτόχος f t

Η μέθοδος ελαχισvτοποίησvης τερματίζεται όταν |f ∗ − f t | ≤ e

Είναι χρήσvιμη μέθοδος σvε ειδικές περιπτώσvεις πχ. σvε
νευρωνικά δίκτυα όπου f t = 0

Συνήθως σvυνδυάζεται και μέγισvτο αριθμό επαναλήψεων,
δηλαδή το κριτήριο θα είναι:

k ≥ KMAX OR
∣

∣f ∗ − f t
∣

∣ ≤ e
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Κριτήριο του Kan

Διατυπώθηκε το 1987 από τον Kan [6].

Γίνεται προσvπάθεια να εκτιμηθεί το πλήθος των σvυνολικών

τοπικών ελαχίσvτων.

΄Εσvτω w το πλήθος των διαφορετικών τοπικών ελαχίσvτων
που έχουν βρεθεί και t το πλήθος των σvυνολικών δειγμάτων
ή των τοπικών ελαχισvτοποιήσvεων.

Γίνεται εκτίμησvη του πλήθους των τοπικών ελαχίσvτων από

την σvχέσvη:

ŵ =
w(t − 1)

t − w − 2

Η μέθοδος θα τερματισvτεί αν

w̃ − w <
1

2
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Προβλήματα του κριτηρίου του Kan

Θα πρέπει να ισvχύει t > 2w2 + 3w + 2

Για να τερματισvτεί η μέθοδος θα πρέπει τα δείγματα

(τοπικές ελαχισvτοποιήσvεις) να είναι ανάλογες του
τετραγώνου των ελαχίσvτων.

Πχ για 100 ελάχισvτα θέλουμε 10000 αναζητήσvεις.
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Κριτήριο DoubleBox

Σε κάθε επανάληψη k γίνεται καταμέτρησvη των σvυνολικών
ελαχίσvτων wk

Υπολογίζεται η διακύμανσvη της ποσvότητας σ (wk)

Επειδή το πλήθος των ελαχίσvτων είναι πεπερασvμένο, η
πόσvοτητα αυτή θα μειώνεται.

Η μέθοδος θα τερματισvτεί όταν

σ (wk) ≤
1

2
σ (wklast)

όπου klast είναι η τελευταία επανάληψη σvτην οποία
βρέθηκε νέο ελάχισvτο.

Αποδίδει θεαματικά ακόμα και σvε πολύπλοκες μεθόδους

όπως Genetic Algorithms, PSO κτλ.
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Pure Random Search

1 Ορίζεται ένας αριθμός δειγμάτων Ν

2 Αρχικοποίησvη αριθμού επαναλήψεων k=0

3 Ορισvμός f ∗ = ∞
4 Για i=1,..,N κάνε

1 Λήψη ενός νέου δείγματος xi

2 Αν f (xi) ≤ f ∗, x∗ = xi , f ∗ = f (xi )

5 Τέλος - Επανάληψης

6 k=k+1

7 ΄Ελεγχος κριτηρίου τερματισvμού. Αν δεν ισvχύει τότε
μετάβασvη σvτο βήμα 4.
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Προβλήματα Pure Random Search

Πρέπει να ληφθούν πολλά δείγματα για να καλυφθεί ο

χώρος έρευνας

Τις περισvσvότερες φορές τα δείγματα xi δεν είναι τοπικά

ελάχισvτα.

Εναλλακτικά ένα σvημείο xi θα ελέγχεται αν ‖g(xi )‖ ≤ ǫ,
όπου g(x) η παράγωγος της σvυνάρτησvης.
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MULTISTART

Είναι παρόμοιας λογικής με την Pure Random Search, αλλά
από κάιθε σvημείο xi ξεκινάει μια μέθοδος τοπικής

ελαχισvτοποίησvης L(x)

Θεωρούμε πως η L(x) θα οδηγήσvει πάντα σvε τοπικό
ελάχισvτο, άρα δεν χρειάζεται έλεγχος για την παράγωγο.

Πιθανόν το ίδιο τοπικό ελάχισvτο να βρεθεί πολλές φορές.
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Multistart (αλγόριθμος)

1 Ορίζεται ένας αριθμός δειγμάτων Ν

2 Αρχικοποίησvη αριθμού επαναλήψεων k=0

3 Ορισvμός f ∗ = ∞
4 Για i=1,..,N κάνε

1 Λήψη ενός νέου δείγματος xi

2 xi = L (xi )
3 Αν f (xi) ≤ f ∗, x∗ = xi , f ∗ = f (xi )

5 Τέλος - Επανάληψης

6 k=k+1

7 ΄Ελεγχος κριτηρίου τερματισvμού. Αν δεν ισvχύει τότε
μετάβασvη σvτο βήμα 4.
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MLSL

Διατυπώθηκε το 1985 από τον Kan [7].

Από το αρχικό δείγμα σvημείων αυτά με την χαμηλότερη

τιμή είναι υποψήφια για εκκίνησvη της L(x)

Για κάθε υποψήφιο δείγμα βρίσvκονται τα κοντινότερα σvε

αυτό σvημεία με χαμηλότερη σvυναρτησvιακή τιμή (Graph
Minima) και ανάλογα της απόσvτασvής τους και της
σvυναρτησvιακής τους τιμής θα πρέπει να ληφθεί η απόφασvη

αν θα ξεκινήσvει μέθοδος τοπικής ελαχισvτοποίησvης από

αυτά.
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Ο αλγόριθμος MLSL
1 Θέσvε k = 0, ο μετρητής επαναλήψεων.

2 Θέσvε X ∗ = ∅, είναι το σvύνολο με τα τοπικά ελάχισvτα.

3 Mx = ∅.

4 Λήψη Μ δειγμάτων και τοποθέτησvη σvτο Mx .

5 Διατήρησvη σvτο σvτο Mx ενός ποσvοσvτού γ% από τα αρχικά
με την χαμηλότερη σvυναρτησvιακή τιμή.

6 Για κάθε σvημείο xi ∈ Mx κάνε

1 Εύρεσvη του κοντινότερου σvημείου xj ∈ Mx

2 Αν ‖xi − xj‖ ≤ rk και f (xj) ≤ f (xi) τότε αγνοούμε το σvημείο
xi

3 Αλλιώς xi = L (xi ) , X∗ = X∗ ∪ xi

7 Τέλος Επανάληψης

8 k=k+1

9 ΄Ελεγχος κριτηρίου Τερματισvμού. Αν δεν ισvχύει μετάβασvη
σvτο 3.

10 Επισvτροφή του σvημείου με χαμηλότερη τιμή σvτο X ∗ σvαν το

σvυνολικό ελάχισvτο.
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Η απόσvτασvη rk σvτην μέθοδο MLSL

Η απόσvτασvη με βάσvη και την επανάληψη k δίνεται από

rk = π
1

2

(

σ × m(S) × Γ

(

1 +
n

2

)

×
log(k)

k

)

1

n

Το σ είναι σvταθερά με σvυνήθεις τιμές 2,4,...

Το m(s) είναι

m(S) = (b1 − a1) × (b2 − a2) × . . . × (bn − an)

Η σvυνάρτησvη Γ(n) ορίζεται ως

Γ(n) =

∫ ∞

0

tn−1 exp(−t)dt
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Η μέθοδος Mifinder

Διατυπώθηκε το 2006 από Tsoulos και Lagaris [8].

Βασvίζεται σvτην MLSL

Το κριτήριο απόρριψης βασvίζεται σvτο Κριτήριο της

Παραγώγου.

Η κρίσvιμη απόσvτασvη απόρριψης αναπροσvαρμόζεται

σvυνεχώς με βάσvη τις τοπικές αναζητήσvεις που έχουν

πραγματοποιηθεί.
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Το κριτήριο της παραγώγου

Από Taylor ισvχύει για σvημεία κοντά σvε τοπικό ελάχισvτο x∗

f (x) ≃ f (x∗) +
1

2
(x − x∗)T

B∗ (x − x∗)

Β είναι ο Εσvσvιανός πίνακας.
Με παραγώγισvη παίρνουμε

∇f (x) ≃ B∗ (x − x∗)

Αυτό ισvχύει και για y κοντά σvτο ελάχισvτο x∗

∇f (y) ≃ B∗ (y − x∗)

Με αφαίρεσvη κατά μέλη:

(x − y)T (∇f (x) − ∇f (y)) ≃ (x − y)T
B∗ (x − y)

Επειδή ο Εσvσvιανός είναι θετικά ορισvμένος σvτο σvημείο του

ελαχίσvτου έπεται ότι η παραπάνω ποσvότητα θα είναι

θετικός αριθμός.
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Η μέθοδος Minfinder (αλγόριθμος)
1 Θέσvε X ∗ = ∅, k=0

2 Θέσvε T = ∅, V = ∅

3 Δειγματοληψία Ν σvημείων και προσvθήκη σvτο T.

4 Για κάθε σvημειο x ∈ T : αν το x δεν είναι απορριπτέο τότε
V = V ∪ x

5 Αν
|V |
N

≤ 1

2
τότε N = min

(

N + N
10

, NMAX
)

. Αυτό σvυμβαίνει

για να μην μειωθεί το πλήθος του σvυνόλου V πάρα πολύ.
6 Για κάθε σvημείο x ∈ V κάνε

1 Αν x δεν είναι απορριπτέο

1 x = LS(x)
2 Ενημέρωσvη κρίσvιμης απόσvτασvης rt

3 X
∗ = X

∗

∪ x

2 Τέλος Αν

7 Τέλος Επανάληψης

8 k=k+1

9 ΄Ελεγχος Κριτηρίου Τερματισvμού. Αν δεν ισvχύει μετάβασvη
σvτο 2.
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Η κρίσvιμη απόσvτασvη rt σvτην Minfinder

Η κρίσvιμη απόσvτασvη rt δίνεται από:

rt =
1

M

M
∑

i=1

‖xi − L (xi)‖

όπου Μ το πλήθος των φορών που έχει εφαρμοσvτεί η

μέθοδος ελαχισvτοποίησvης L(x)

Δίνει ένα καλό μέτρο της μέσvης απόσvτασvης των σvημείων

από τα τοπικά ελάχισvτα της σvυνάρτησvης.
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Απορριπτέο σvημείο σvτην Minfinder

΄Ενα σvημείο θα θεωρηθεί απορριπτέο αν για κάποιο άλλο
σvημείο y ∈ V ή y ∈ X ∗ ισvχύουν ταυτόχρονα

‖x − y‖ ≤ rt

(x − y)
T

(∇f (x) − ∇f (y)) > 0
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Σύνοψη

Μέθοδοι δειγματοληψίας

Τεχνικές τερματισvμού

Μέθοδοι πολλαπλών εκκινήσvεων
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