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Ελαχισvτοποίησvη σvε μία διάσvτασvη

1 Μπορεί να χρησvιμοποιηθεί όχι μόνο για εύρεσvη ριζών αλλά

και για ελαχισvτοποίησvη σvυναρτήσvεων.
2 Στην μονοδιάσvτατη περίπτωσvη γίνεται ενημέρωσvη του

τρέχοντος σvημείου ως ακολούθως:

xk+1 = xk −
f ′ (xk)
f ′′ (xk )

3 Βασvική απαίτησvη f ′′(x) > 0, δηλαδή για κυρτές
σvυναρτήσvεις.
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Παράδειγμα σvε μία διάσvτασvη

1 ΄Εσvτω η σvυνάρτησvη

f (x) =
x2

2
− 0.8x + 0.2 cos(x)

2 Η δεύτερη παράγωγος είναι

f ′′(x) = 1− 0.2 cos(x)

και είναι μονίμως θετική

3 Με αρχικό διάσvτημα [0,10] γίνονται τα ακόλουθα βήματα
ITER f(x)
1 0.05766426794
2 -0.1913444931
3 -0.1925042934
4 -0.1925043213
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Μέθοδος Newton σvε πολλές διασvτάσvεις

1 Θέσvε k = 0
2 Αρχικοποίησvη x0
3 ΄Οσvο δεν ικανοποιούνται τα κριτήρια τερματισvμού

1 Επίλυσvη του σvυσvτήματος Hf (xk )∆xk = ∇f (xk), χρήσvη
Εσvσvιανού πίνακα

2 Θέσvε xk+1 = xk +∆xk
3 k=k+1

4 Τέλος Επανάληψης
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Παράδειγμα εφαρμογής σvε δύο διασvτάσvεις

1 ΄Εσvτω η σvυνάρτησvη

f (x) = 2x21 + 3x1x2 − 5x1 + 4x22 + 2x2

2 Ο Εσvσvιανός πίνακας δίνεται από την εξίσvωσvη

Hf =

[

4 3
3 8

]

3 Αν θέσvουμε x0 = (1, 0)τότε το ελάχισvτο (2,−1) θα βρεθεί
μόλις σvε ένα βήμα
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Προβλήματα μεθόδου Newton

Θα πρέπει να γίνει αναζήτησvη κοντά σvτο όρια ενός

ελαχίσvτου.

Θα πρέπει ο Εσvσvιανός πίνακας να είναι μονίμως θετικά

ορισvμένος.

Ο Εσvσvιανός απαιτεί n2 υπολογισvμούς και σvε πολλές
περιπτώσvεις δεν παρέχεται.

Λύσvη είναι να χρησvιμοποιηθεί μια προσvέγγισvη του

Εσvσvιανού.
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Η μέθοδος BFGS

1 Η μέθοδος ξεκινά θεωρώντας πως μια προσvέγγισvη του

Εσvσvιανό είναι ο πίνακας Ι.
2 Ο πίνακας Ι ειναι θετικά ορισvμένος.
3 Θέτουμε:

∆gk = gk+1 − gk , ∆xk = xk+1 − xk

4 Σε κάθε επανάληψη διορθώνει αυτήν την εκτίμησvη

B(k+1) =

[

I −
∆gk∆xTk
∆xTk ∆gk

]

Bk

[

I −
∆gk∆xTk
∆xTk ∆gk

]

+
∆gk∆gTk
∆xTk ∆gk
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Τα βήματα της μεθόδου BFGS

1 ΄Εσvτω x0 ένα αρχικό σvημείο της σvυνάρτησvης.
2 Θέσvε B0 = I
3 Μέχρι Να ισvχύσvουν τα κριτήρια τερματισvμού επανέλαβε

1 Επίλυσvη του σvυσvτήματος Bksk = −gk
2 Υπολογισvμός του λ∗ με γραμμική αναζήτησvη ως προς την

γραμμή xk + λsk
3 Θέσvε xk+1 = xk + λ∗sk
4 Ενημέρωσvη του Bk+1
5 k=k+1

4 Τέλος Επανάληψης
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Ιακωβιανός πίνακας

΄Εσvτω η διανυσvματική σvυνάρτησvη f = [f1, f2, ..., fm], πχ σvε
προσvαρμογή δεδομένων.

Ο Ιακωβιανός πίνακας ορίζεται ως

Jf (x) =













∂f1
∂x1

∂f2
∂x2 . . . ∂fm

∂xn
∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

· · ·
∂fm
∂xn

...
...

...
...

∂fm
∂x1

∂fm
∂x2 · · ·

∂fm
∂xn












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Η μέθοδος

1 Στην μέθοδο Newton ο Εσvσvιανός πρέπει να είναι θετικά
ορισvμένος.

2 Χρησvιμοποιείται ο τροποποιημένος Εσvσvιανός:

Hf + µI

ο οποίος έχει θετικές ιδιοτιμές αυσvτηρά για κατάλληλη

επιλογή του μ.
3 Η μέθοδος Levenger Marquardt κάνει την ακόλουθη
ενημέρωσvη σvτα σvημεία:

xk+1 = xk − (Hf (xk) + µk I ))
−1

∇f (xk )

4 Η μέθοδος αυτή εξασvφαλίζει ότι θα υπάρχει μείωσvη σvτις

τιμές της σvυνάρτησvης
5 Αν µk → 0, τότε έχει την σvυμπεριφορά της μεθόδου του

Newton.
6 Το μεγάλο πρόβλημα είναι όμως ότι απαιτεί την χρήσvη

δευτέρων παραγώγων.
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Εφαργμογή σvε προβλήματα ελαχίσvτων τετραγώνων

Το πρόβλημα ορίζεται ως

min
x

m
∑

i=1

(ri(x))
2

Η παράγωγος δίνεται από:

∇f (xi ) = 2
∑

rmj=1rj(x)
∂rj (x)
∂xi

Με χρήσvη του Ιακωβιανού πίνακα:

∇f (x) = 2Jr (x)
T r(x)

Ο Εσvσvιανός υπο προυποθέσvεις μπορεί να γραφεί ως:
Hf (x) ≃ 2Jr (x)T Jr (x)
Επομένως

xk+1 = xk −
(

Jr (xk )
T Jr (xk ) + µk I

)

−1
Jr (xk )

T r (xk )
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Προσvαρμογή δεδομένων

1 Στην γενική μορφή υπάρχουν μια σvειρα από δεδομένα

(xi , yi ) , i = 1, ..,M από μια άγνωσvτη σvυνάρτησvη.
2 Το ζητούμενο είναι να βρεθεί ένα μοντέλο που να διέρχεται

από αυτά τα σvημεία αλλά και που να μπορεί να εκτιμήσvει

την σvυμπεριφορά της άγνωσvτης σvυνάρτησvης και σvε άλλα

σvημεία.
3 Αυτού του είδους τα προβλήματα ονομάζονται προβλήματα

προσvαρμογής δεδομένω ή data fitting.
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Παράδειγμα Data Fitting

Σημεία της σvυνάρτησvης
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Προσvαρμογή δεδομένων με πολυώνυμο

Δημιουργείται ένα πολυώνυμο βαθμού k < M

Το πολυώνυμο δίνεται από τον τύπο:

pk (x) = akx
k + ak−1x

k−1 + . . . + a0

Γίνεται ελαχισvτοποίησvη της σvυνάρτησvης σvφάλματος:

E (pk(x)) =
M
∑

i=1

(yi − pk (xi ))
2

Το ολικό ελάχισvτο αυτής της σvυνάρτησvης είναι γνωσvτό και

είναι μηδέν.
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Συνάρτησvη σvφάλματος σvε πολυώνυμο

Ελαχισvτοποίησvη της E (pk(x)) =
∑M

i=1 (yi − pk (xi ))
2 με

άγνωσvτους τα σvτοιχεία ai , i = 1, .., k

Μερικές παράγωγοι:

∂E
∂aj

= 2
M
∑

i=1

(yi − pk (xi ))
(

−x ji
)
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Τεχνητό νευρωνικό δίκτυο

Είναι παραμετρικό μοντέλο όπως το πολυώνυμο αλλά με

μεγαλύτερη ευελιξία

Σχηματικά:
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Τεχνητό νευρωνικό δίκτυο (εξισvώσvεις)

Μια μορφή εξίσvωσvης των τεχνητών νευρωνικών δικτυων

μπορεί να είναι:

N
(

−→x ,−→w
)

=

H
∑

i=1

w(d+2)i−(d+1)σ





d
∑

j=1

xjw(d+2)i−(d+1)+j + w(d+2)i





Η ποσvότητα w(d+2)i ονομάζεται πόλωσvη.

Η σvυνάρτησvη σ(x) είναι η σvιγμοειδής σvυνάρτησvη με τύπο:

σ(x) =
1

1+ e−x
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